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2D electron systems have saddle points in their momentum dispers2D electron systems have saddle points in their momentum dispersion (Van Hove singularities ion (Van Hove singularities 
in the spectrum) in the spectrum) that

 

offer the possibility of inducing large electronic correlationsoffer the possibility of inducing large electronic correlations

The divergent density of states gives rise to large susceptibiliThe divergent density of states gives rise to large susceptibilities at certain ties at certain momentamomenta, depending , depending 
on the parameters of the saddle point                           on the parameters of the saddle point                           
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(J. G, (J. G, PhysPhys. Rev. B . Rev. B 7878, 205431 (2008)), 205431 (2008))

monolayer monolayer graphenegraphene twisted twisted graphenegraphene

 

bilayerbilayer



One of the possible instabilities in the system corresponds to tOne of the possible instabilities in the system corresponds to the tendency to spin order.he tendency to spin order.
Taking formally the limit of large number Taking formally the limit of large number NN

 

of of fermionfermion

 

flavors, the dominant contributions to flavors, the dominant contributions to 
the response functions are given by the iteration in the exchangthe response functions are given by the iteration in the exchange of electrone of electron‐‐hole pairs: hole pairs: 

Under conditions such that   Under conditions such that   vv‖‖

 

((qq)  <  )  <  vv⊥⊥

 

((qq) , we find an instability in the system at ) , we find an instability in the system at 

The resolution of the selfThe resolution of the self‐‐consistent equations leads to the expressionsconsistent equations leads to the expressions
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We also have another potential instability in the CooperWe also have another potential instability in the Cooper‐‐pair channel, for colliding particles withpair channel, for colliding particles with
zero total momentum: zero total momentum: 

and then expanding in a basis of the modes for the different irrand then expanding in a basis of the modes for the different irreducible representations  educible representations  γγ
of the point symmetry groupof the point symmetry group

The selfThe self‐‐consistent equation can be solved by reabsorbing the local densiconsistent equation can be solved by reabsorbing the local density of states in the BCSty of states in the BCS
vertex  vertex  
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The different couplings admit a solution in terms of the initialThe different couplings admit a solution in terms of the initial

 

condition           :    condition           :    )(
0 γV

(W. (W. KohnKohn

 

andand

 

J. M. J. M. LuttingerLuttinger, PRL , PRL 1515, 524 (1965); M. , 524 (1965); M. BaranovBaranov, A. , A. ChubukovChubukov

 

andand

 

M. M. KaganKagan, IJMP B , IJMP B 66, 2471 (1992)), 2471 (1992))



The BCS vertex can be expanded in the modes for the different irThe BCS vertex can be expanded in the modes for the different irreducible representations  reducible representations  
{cos(6{cos(6nnθθ)}, )}, {sin(6{sin(6nnθθ)}, )}, {cos((6{cos((6nn+3)+3)θθ)}, )}, {sin((6{sin((6nn+3)+3)θθ)}, )}, nn
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, and {, and {cos(cos(mmθθ), ), sin(sin(mmθθ)}, )}, mm

 

≠ 3≠ 3pp
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For nested Fermi lines the dominant negative coupling is found iFor nested Fermi lines the dominant negative coupling is found in a n a dd‐‐wave channel wave channel ((J. G., J. G., 

PhysPhys. Rev. B . Rev. B 7878, 205431 (2008); R. , 205431 (2008); R. NandkishoreNandkishore, L. , L. LevitovLevitov

 

andand

 

A. A. ChubukovChubukov, , NatureNature

 

PhysPhys. . 88, 158 (2012), 158 (2012)),),
but here the extended character of the saddle points leads to dobut here the extended character of the saddle points leads to dominant negative values of  minant negative values of  

In the case of In the case of graphenegraphene, the dispersion around the saddle points in the conduction band, the dispersion around the saddle points in the conduction band

 

has has 
been already mapped been already mapped 

MONOLAYER GRAPHENEMONOLAYER GRAPHENE

3,3V

J. L. J. L. McChesneyMcChesney

 

et al.et al., , 
PhysPhys. Rev. . Rev. LettLett. . 104104, 136803 (2010), 136803 (2010)



The extended character of the Van Hove singularity leads to a diThe extended character of the Van Hove singularity leads to a divergence of the negative BCSvergence of the negative BCS
couplings at the point of the singularity that the bare vertex hcouplings at the point of the singularity that the bare vertex has in the RPA:as in the RPA:
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The strong screening effects from the divergent density of stateThe strong screening effects from the divergent density of states at the Van Hove singularity lead s at the Van Hove singularity lead 
to an effective Hubbard interaction  to an effective Hubbard interaction  vv⊥⊥

 

, and the bare BCS vertex can be expressed in the RPA as  , and the bare BCS vertex can be expressed in the RPA as  

MONOLAYER GRAPHENEMONOLAYER GRAPHENE

J. L. J. L. McChesneyMcChesney

 

et al.et al., , 
PRL PRL 104104, 136803 (2010);, 136803 (2010);
J. G., PRB J. G., PRB 8888, 125434 (2013), 125434 (2013)

This means that the pairing instability is triggered in the This means that the pairing instability is triggered in the ff‐‐wave channel atwave channel at

(reminiscent of the (reminiscent of the ff‐‐wave pairing found in the honeycomb lattice by M. wave pairing found in the honeycomb lattice by M. KieselKiesel

 

et al.et al., PRB , PRB 8686, 020507 (2012)), 020507 (2012))

before a magnetic instability can take place at vanishing momentbefore a magnetic instability can take place at vanishing momentum.um.



commensurate lattices at twist anglescommensurate lattices at twist angles
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In the case of the twisted In the case of the twisted graphenegraphene

 

bilayersbilayers, we have low, we have low‐‐energy saddle points in a reduced energy saddle points in a reduced 
BrillouinBrillouin

 

zone, arising from the zone, arising from the superlatticesuperlattice

 

of the of the bilayerbilayer

TWISTED GRAPHENE BILAYERTWISTED GRAPHENE BILAYER

We have commensurate lattices labeled by a pair of integers  (We have commensurate lattices labeled by a pair of integers  (nn,,mm) , with a sequence () , with a sequence (nn,,n+n+1)  of1)  of
superlatticessuperlattices

 

with increasing period    with increasing period    LLnn

 

= (3= (3nn22

 

++

 

33n +n +

 

1)1)1/21/2

The electronic spectrum can be obtained by taking into account tThe electronic spectrum can be obtained by taking into account the hybridization of the he hybridization of the DiracDirac
cones split by the relative rotation of the two carbon layerscones split by the relative rotation of the two carbon layers
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The dispersion of the lowest The dispersion of the lowest subbandsubband

 

shows saddle points midway each pair of shows saddle points midway each pair of DiracDirac

 

cones, cones, 

TWISTED GRAPHENE BILAYERTWISTED GRAPHENE BILAYER

10=n

The shape of the dispersion deviates progressively from  The shape of the dispersion deviates progressively from  CC6v6v

 

symmetrysymmetry
as the period  as the period  LL

 

of the of the superlatticesuperlattice

 

increasesincreases

and the lowest and the lowest subbandsubband

 

gets narrower, being almost flat at a sequence of “magic” twistgets narrower, being almost flat at a sequence of “magic” twist

 

anglesangles
(R. (R. BistritzerBistritzer

 

and A. H. MacDonald, PNAS and A. H. MacDonald, PNAS 108108, , 12233 (2011); 12233 (2011); P. SanP. San‐‐JosJoséé, J. G. and F. Guinea, PRL , J. G. and F. Guinea, PRL 108108, 216802 , 216802 

 
(2012))(2012))

22=n 25=n

10=n 22=n 25=n



In this case the absence of extended saddle points in the disperIn this case the absence of extended saddle points in the dispersion leads to BCS couplings thatsion leads to BCS couplings that
do not grow large near the point of the magnetic instabilitydo not grow large near the point of the magnetic instability

The BCS couplings can be obtained again from the projection of tThe BCS couplings can be obtained again from the projection of the BCS vertex in the channelshe BCS vertex in the channels
corresponding to the different representations of the symmetry gcorresponding to the different representations of the symmetry group  roup  

TWISTED GRAPHENE BILAYERTWISTED GRAPHENE BILAYER
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2  340  aLn ≈ eV 03.0 ~  340/eV 10  / 2 ≈⊥ nLvFor a twisted For a twisted bilayerbilayer

 

with with 

 

nn

 

= 10  and                       , we can estimate              = 10  and                       , we can estimate              

 

, , 
which corresponds to very small BCS couplings near the Van Hove which corresponds to very small BCS couplings near the Van Hove singularity.singularity.



may still diverge for doping levels close to the Van Hove singulmay still diverge for doping levels close to the Van Hove singularity, since the susceptibilityarity, since the susceptibility
χχ((00,,ωω) ) growsgrows

 

largelarge

 

in in thethe

 

limitlimit

 

ofof

 

lowlow

 

temperaturetemperature, as , as shownshown

 

in in thethe

 

figures (figures (forfor

 

kkBB

 

TT

 

= 0.1, 0.5, 2.0,= 0.1, 0.5, 2.0,
2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5 and 5.0 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5 and 5.0 meVmeV) :) :

The spin response function  The spin response function  

TWISTED GRAPHENE BILAYERTWISTED GRAPHENE BILAYER

eV 03.0  ~  / 2
nLv⊥

Sufficiently close to the singularity, for a given Sufficiently close to the singularity, for a given TT

 

there is some critical value of the coupling at there is some critical value of the coupling at 
which the response function  which the response function  RRspinspin

 

blows up, as shown in the contour plots for               (in blows up, as shown in the contour plots for               (in eVeV) :) :
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estimated couplings:estimated couplings:

(J. G, (J. G, PhysPhys. Rev. B . Rev. B 8888, , 
125434 (2013))125434 (2013))



We may think of different imperfections that can weaken theWe may think of different imperfections that can weaken the

 

Van Hove singularity:Van Hove singularity:

However, in clean graphene samples where the mean free path is aHowever, in clean graphene samples where the mean free path is above the micron scale,bove the micron scale,
we have  we have   410 ~ πτt
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πτwhere            is the relaxation time in the impurity scatteriwhere            is the relaxation time in the impurity scattering.    ng.    

However,  However,  R  R  is typically above the scale of 10 nm, giving rise to a splittinis typically above the scale of 10 nm, giving rise to a splitting of the order g of the order 
of  ~ 0.1 of  ~ 0.1 meVmeV

 

, which is ineffective to attenuate the strength of the singula, which is ineffective to attenuate the strength of the singularity. rity. 

Vacancies or voids. They give rise to features preferentially clVacancies or voids. They give rise to features preferentially close to the Dirac point.ose to the Dirac point.

SubstitutionalSubstitutional

 

impurities. The effects of disorder are enhanced by the nestingimpurities. The effects of disorder are enhanced by the nesting

 

of the Fermiof the Fermi
line, and the Van Hove singularity is attenuated by logariline, and the Van Hove singularity is attenuated by logarithmic corrections,thmic corrections,

Ripples. They can act as an intrinsic source of scattering, moduRipples. They can act as an intrinsic source of scattering, modulating the hopping in thelating the hopping in the
graphene lattice. This may induce a splitting of the Van graphene lattice. This may induce a splitting of the Van Hove singularity by an energy    Hove singularity by an energy    

2)/(  ~ Rat CC−Δε

RR

 

being the radius of curvature of the ripples.being the radius of curvature of the ripples.
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we have seen that a Van Hove singularity may induce in general swe have seen that a Van Hove singularity may induce in general spin and pairing instabilities,pin and pairing instabilities,
with different strengths depending on the particular geomwith different strengths depending on the particular geometry of the saddle points  etry of the saddle points  

in the case of the Van Hove singularity in the conduction band oin the case of the Van Hove singularity in the conduction band of f graphenegraphene, the extended , the extended 

 character of the saddle points leads to a dominant pairing instacharacter of the saddle points leads to a dominant pairing instability, that arises in a channelbility, that arises in a channel
with with ff‐‐wave symmetrywave symmetry

twisted twisted graphenegraphene

 

bilayersbilayers

 

have Van Hove singularities at much lower energy but the reducehave Van Hove singularities at much lower energy but the reducedd
symmetry of the dispersion precludes the development of asymmetry of the dispersion precludes the development of any significant pairing instability, ny significant pairing instability, 
while a spin instability is favored instead by the trend while a spin instability is favored instead by the trend towards narrow lowest towards narrow lowest subbandssubbands

In conclusionIn conclusion
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